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К О Н К У Р С 

ИЗДИРВАНЕ НА ТАЛАНТИ 
Изпращайте решенията на задачите на адрес       

МАТЕМАТИКА ПЛЮС, 

                          ВУЗФ, ул. „Гусла”  № 1, 1618 София 

 

През 2018 г. списанието ще излиза само онлайн. Търсете 

задачите от конкурса на адрес  http://www.matematika-plus.eu/ 
 

 

II КРЪГ 
 

Задачи за 4 клас 
 

4. Да се намерят цифрите, които отговарят на буквите А, Б, В, Г така, че 

да бъде вярно равенството А + БА + ВБА + ГВБА = 2018. (На еднаквите букви 

отговарят еднакви цифри, а на различните букви отговарят различни цифри.) 

 

5. Да се намерят двойките двуцифрени числа, образувани от по две 

различни цифри, като сборът на числата във всяка двойка да е:  

а) двуцифрено число с еднакви цифри;  

б) трицифрено число с еднакви цифри на единиците и на стотиците.   

 

6. Дължините на страните на три квадрата в сантиметри са различни 

едноцифрени нечетни числа, а сборът от лицата им в квадратни сантиметри е 

число, записано само с нечетни цифри. Намерете сбора от периметрите на тези 

квадрати в сантиметри. 

 

Задачи за 5 клас 

 

4. Разликата на две числа е равна на най-малкото четирицифрено число с 

различни четни цифри. Едното от тях  е 700% от другото. Да се намерят тези 

числа. 

 

5. Дължините на страните на триъгълник се изразяват в сантиметри чрез 

различни едноцифрени прости числа. Обиколката на триъгълника е с 30 мм по-

голяма от обиколката на квадрат. Да се намери лицето на квадрата.  

 

6. Да се намери най-малкото естествено число n, за което  2 3 n nn  e 

просто число. 

 

 

http://www.matematika-plus.eu/
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Задачи за 6  клас 
 

4. На 01.10.2016 г. годините на дядо Христо и на баба Неда били 

последователни нечетни двуцифрени числа, по-големи от 50, а техният сбор – 

степен на най-малкото четно число. По същото време годините на сина им и на 

дъщеря им също били последователни нечетни двуцифрени числа, а техният 

сбор – степен на най-малкото четно число. Пак тогава годините на двете 

внучета, които сега са ученици, били последователни нечетни едноцифрени 

числа със сбор, който е степен на най-малкото просто число. Ако дядо Христо е 

по-възрастен от баба Неда и дъщеря им е по-млада от сина им, да се намери на 

колко години ще бъде всеки от шестимата на 01.10.2018 г. 

 

5. За правилна четириъгълна пирамида с лице на пълната повърхнина 4036 

квадратни сантиметри
 

да се намерят дължините на основния ръб и на 

апотемата, ако те са естествени числа в сантиметри.  

 

6. Да се намерят естествените числа, които са дължини в сантиметри на 

страните на два квадрата, чийто сбор от лицата е 2018 квадратни сантиметри. 

  

 

Задачи за 7  клас 

     

4. Да се намерят всички тройки естествени  числа, които са дължини  в 

сантиметри  на страните  на три квадрата, чийто сбор от лицата е 2018 кв. см. 

 

5. Докажете неравенствата: 

а)        
2 2

20 4 2 9 4 36 9 ;        a c a ac a c c  

б)          
2 2

4 2a c d b a b a b c d c d         . 

 

6. Даден е остроъгълен триъгълник ABC , за който 75  BAC . Петата на 

височината от върха C е на равни разстояния  4 cm от страната AC и височината 

към нея. Ако височините на триъгълника се пресичат в точка H, намерете 

мярката на BCА  и дължината на отсечката BH. 

 

 

Срок за изпращане на решения на задачите от II кръг 10 май 2018  г.  
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ТЕОРЕМА НА ЛАЙБНИЦ ЗА ТРИЪГЪЛНИК  

И НЕЙНИ ПРИЛОЖЕНИЯ 
 

Христо Лесов, гр. Казанлък 
 

 

 Нека в триъгълник АВС точките  М, N и Р са средите съответно на страните  ВС, 

AС и АВ, а техните дължини са съответно a, b и c. Съгласно известната теорема от 

училище, медианите  AM, BN и CP се пресичат в една точка G, като AG = 2GM, BG = 2GN  

и  2CG GP . Точката G се нарича медицентър (център на тежестта) на  ΔАВС. 

 

1. Теорема на Лайбниц: За медицентъра G на ΔАВС и произволна точка Q от 

равнината му е изпълнено равенството 2 2 2 2 2 2 23     AQ BQ CQ QG AG BG CG . 

 

2. За медицентъра G на  ΔАВС  и произволна точка  Q  от  равнината  му  е 

изпълнено равенството    2 2 2 2 2 2 21 1

3 9
     QG AQ BQ CQ a b c .  

 

3. Точката  Q  от равнината на ΔАВС е негов медицентър тогава и само тогава, 

когато  2 2 2  2 2 21

3
    AQ BQ CQ a b c .  

 

4. От всички точки в равнината на даден  ΔАВС  неговият  медицентър G  има  най-

малък  сбор от  квадратите   на  разстоянията  до  А, В и С.   

 

5. Множеството от точките в равнината на даден ΔАВС, за които сборът от 

квадратите  на  разстоянията  до  А, В и С има  постоянна стойност 2d ,  е  окръжност с  

център медицентъра  G  на  ΔАВС  и  радиус  
3

1
)(3 2222 cbad  . 

 

6. Ако продълженията на медианите АМ, BN и CP на ΔАВС пресичат описаната 

около него окръжност  (k)  съответно  в точките  А1, В1 и С1 , то е в сила равенството 

1


AG

GA 1


BG

GB 1

3
CG

GC
. 

    

M+ДЕСЕТ ЗАДАЧИ ЗА... 
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7.  В окръжност (k) с център О и радиус R e вписан ΔАВС. Да се определи 

множеството от точките Q, вътрешни  за  (к), за които  е  изпълнено равенството        

1


AQ

QA 1


BQ

QB 1

3
CQ

QC
 = 3, 

където А1, В1, С1  са съответните  пресечни точки  на  правите  AQ,  BQ, CQ  и окръжността  

(k).  

8. Дадени  са  ΔАВС и права  m, които нямат  общи  точки . Да се намери точка  от  

m, за  която  сборът от  квадратите   на  разстоянията  до  А, В и С  е  най-малък.  

 

9. Дадени са  ΔАВС  и окръжност  (ϰ)  с  център О, които нямат  общи  точки. Да се 

намери  точка  от  (ϰ), за  която  сборът от  квадратите   на  разстоянията  до А, В и С  е  

най-малък.  

 

10. Дадени са  ΔАВС  и окръжност  (ϰ) с  център О, които нямат  общи  точки. Да се 

намери  точка  от  (ϰ), за  която  сборът от  квадратите   на  разстоянията  до А, В и С е  

най-голям.   

Отговори, упътвания, решения 

 

1. Ще използваме известната формула за изразяване на медиана в триъгълник чрез 

страните му. От ΔАВQ, в който QP е медиана към АВ, имаме:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4QP
2 

= 2(АQ
2 

+ ВQ
2
) − АВ

2
  и  стигаме до равенството   

(1) 2 2 2 21
2

2
  АQ ВQ QP АВ . 

Аналогично от ΔАВG, в  който GP =
2

1
СG

 
е медиана към АВ, имаме  

2 2 2 21
  2  

2
  АG ВG GP АВ  или   

 (2)  2 2 2 21 1
 .

2 2
  АG ВG СG АВ   
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След  почленно изваждане на равенствата  (1)  и  (2)  получаваме   

 (3)  2 2 2 2 2 21
    2

2
    АQ ВQ АG ВG QP СG .  

 Ако К е средата  на  CG,  то  СК = КG = GP  и  от  ΔКРQ,  в  който  QG  е  медиана  

към  КР = CG, имаме 2 2 2 21
2

2
  QP QК QG КР  или 2 2 2 22 2  4    QP QK QG CG , а от 

ΔСGQ, в който QК е медиана към CG, по същия начин имаме 2 2 2 21
 2

2
  СQ QG QК CG ,  

откъдето изразяваме 2 2 2 21
2   

2
  QК СQ QG CG .

 
 Заместваме  в  предното  равенство     и 

получаваме 2 2 2 2 2 21
2    4  

2
    QP СQ QG CG QG CG или 2 2 2 23

2 3  
2

  QP QG CG СQ ,
         

 

а  след заместване в (3)  стигаме до равенството на Лайбниц.    

                     

 2. От теоремата на Лайбниц имаме 

   2 2 2 2 2 2 21
 –  

3
    QG AQ BQ CQ AG BG CG  и като вземем пред вид, че  

AG = 
3

2
АМ, BG = 

3

2
BN и CG = 

3

2
СР, 

получаваме    2 2 2 2 2 2 21 4
   –   

3 9
    QG AQ BQ CQ AМ BN CP . Остава да приложим 

формулата  за изразяване на медианите AМ, BN и CP 
 
чрез дължините a, b и c на страните 

на ΔАВС.  

 3. Следва  от  2. при  Q = G, т.е. QG = 0.  

 

 4. Тъй като 2    0QG , от резултата  в  2. следва, че 

 2 2 2 2 2 21
  

3
    AQ BQ CQ a b c    и равенството е само за Q = G, което означава, че 

най-малката стойност на сбора 2 2 2   AQ BQ CQ  е 
3

1
(a

2 
+ b

2 
+ c

2
) и тя се достига само за 

медицентъра  G на ΔАВС.  

 5. По условие 2 2 2  2    AQ BQ CQ d , а чрез резултата  в  2. имаме                               

QG
2
 = 

3

1
d

2
 −

9

1
(a

2 
+ b

2 
+ c

2
) или QG =

3

1
)(3 2222 cbad   и следва търсеното.  

 6. Нека О е центърът на описаната около  ΔАВС  окръжност  (k)  с радиус R , а E и F 

са пресечните точки на правата ОG и (k).  
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Тогава са в сила равенствата 
   

AG.GА1 = ВG.GВ1 = СG.GС1 = EG.GF = (R + OG).(R − OG) = R
2 

– OG
2 

 

и  даденото равенство приема вида  

 

1


AG

GA 1


BG

GB 1


CG

GC 1

2

.GAAG

AG
+

1

2

.GBBG

BG
+

2 2 2 2

2 2

1

3
.

 
 



CG AG BG CG

CG GC R OG
 или 

 

AG
2  

+ BG
2  

+ CG
2  

=  3(R
2
 – OG

2 
). От  теоремата  на  Лайбниц  при  Q = O  имаме  

            

2 2 2 2 2 2 2  3         AО BО CО ОG AG BG CG . 
 

Тъй като AО = BО = CО
 
= R, получаваме 2 2 2 2 2   3 –  3    AG BG CG R OG  и по този 

начин  стигаме до желания резултат.  
 

7. От  резултата  в  предната  задача  става  ясно, че  точката  G  принадлежи  на 

търсеното множество. А тъй като при Q = O имаме 

1 1 1         АО ОА ВО ОВ СО ОС R  

и всяка от дробите  в даденото равенство е равна  на 1, следва, че и точката О е от това 

множество. Ако правата ОQ пресича окръжността (k)  в точките E1 и F1, тогава имаме  
 

    2 2 

1 1 1 1 1. . . .  .  –      AQQА ВQ QВ СQ QС E Q Q F R OQ R OQ R OQ  

и даденото равенство приема вида   

1


AQ

QA 1


BQ

QB 1


CQ

QC

2

1.


AQ

AQ QA

2

1.


BQ

BQ QB

2

1.


CQ

CQ QC

2 2 2

2 2
3

 




AQ BQ CQ

R OQ
 

или     

 2 2 2 2 2 3 –    AQ BQ CQ R OQ . 

От  теоремата  на  Лайбниц  имаме  равенството 
2 2 2 2 2 2 2  3         AQ BQ CQ QG AG BG CG  

и като вземем пред вид  резултата от  6.,  стигаме до 
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   2 2 2 2 23 –    3  3 –   R OQ QG R OG  или  2 2 2  OQ QG OG .  От обратната  теорема  на  

Питагор  следва, че  ъгълът  OQG  е  прав  и  точката 
 
Q принадлежи  на  окръжността  с  

диаметър OG < R. Затова тази  окръжност  лежи  вътре в окръжността (k). Нека сега Q е 

точка от окръжността с диаметър OG. Тогава   Q е вътрешна за окръжността (k) и 
2 2 2  OQ QG OG , т.е. 2 2 2 2 2 –   –   QG R OG R OQ . Чрез това равенство и теоремата  на 

Лайбниц, както по-горе имаме:  
 

1


AQ

QA 1


BQ

QB 1


CQ

QC

2 2 2

2 2

 




AQ BQ CQ

R OQ

2 2 2 2

2 2

3   




QG AG BG CG

R OQ

2 2 2

2 2

3 3( )
3

 




QG R OG

R OQ
 

така, че точките от окръжността с диаметър OG изпълняват условието на задачата  и  вече 

следва, че тази окръжност е търсеното множество.  

8. Нека G е медицентърът на ΔАВС, а Q е точка от дадената права  m.  От теоремата 

на Лайбниц следва, че сборът 2 2 2   AQ BQ CQ  е най-малък, когато отсечката QG има 

най-малка дължина. Тя се достига, когато QGm, т.е. търсената точка е петата на 

перпендикуляра  от  G  към правата  m. 

9. Нека G е медицентърът на ΔАВС, а Q е точка от дадената окръжност (ϰ). От  

теоремата на Лайбниц следва, че сборът 2 2 2    AQ BQ CQ е най-малък, когато отсечката  

QG  има най-малка дължина. Ако отсечката GО пресича (ϰ) в точка Р1, от ΔGОQ имаме 

     ОQ QG ОG  или 1 1      ОQ QG ОР Р G , т.е. 1  QG Р G ,  понеже  ОQ = ОР1 – 

радиуси на окръжността (ϰ). Следователно търсената точка  е  Р1.  

 

 

 

 

 

 

 

 

10. Нека  G  е  медицентърът  на  ΔАВС, а  Q е точка от дадената окръжност (ϰ). От  

теоремата на Лайбниц следва, че сборът 2 2 2    AQ BQ CQ  е  най-голям, когато отсечката 

QG има най-голяма дължина. Ако продължението на отсечката GО пресича (ϰ)  в точка Р2 

– диаметрално противоположната  на Р1  (вж. чертежа по-горе), от  ΔGОQ  имаме: 

     QG ОG ОQ  или  2     QG ОG ОР , т.е. QG ≤ Р2G, понеже  ОQ = ОР2 – радиуси на 

окръжността (ϰ). Следователно търсената точка е  Р2.  
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ЗАДАЧА НА ОЙЛЕР
 

 

 

 

 ЕДНА „ПОЛЕЗНА” ЗАДАЧА 
 

д-р Хари Алексиев 

 

 

Ще предложа една задача от Националния 

кръг на Международното  математическото 

състезание „Европейско кенгуру“ – 2010 г. за 5-6 

клас. Същата ми беше изпратена от Любомир 

Любенов на 26.06.2012 с предложени две решения и 

питане дали мога да открия други решения. Задачата 

е следната: 

Да се пресметне сумата 

1 1 1 1 1

1.4.7 4.7.10 7.10.13 10.13.16 13.16.19
     S  

 

1 1

16.19.22 19.22.25
   

 

Ще предложа няколко решения (първите две са 

споменатите по-горе). 

 

Решение 1. От тъждеството 

1 1 1

1 18 9 18

( 3). .( 3) 3 3x x x x x x



  
   

   за всяко 

0, 3x x    

получаваме 

 

1 1 1
1 18 9 18

4.7.10 4 7 10


    

 

1 1 1
1 18 9 18

7.10.13 7 10 13


    

Водено от желанието да бъде 

полезно на ученици, учители и 

студенти, списанието предлага 

на своите читатели рубриката 

“Една задача + много решения”, 

която включва най-разнообразни 

задачи: урочни, олимпиадни, 

конкурсни. Целта е да бъде 

разкрита историята на 

съответната задача, да се  

разбере как тя е била замислена, 

да се осъзнае идеята за нейното 

съставяне и да се осъществи 

докосване до потенциала на 

възможните й приложения.  

Един от начините за това е чрез 

намиране на различни решения. 

Търсенето на поне едно решение 

се превръща в “мисловен 

алпинизъм”, заради неусетната 

поява на желание за откриване 

на повече решения.  

Искрено се надяваме, че 

подобно предизвикателство ще 

мотивира читателя за активна 

самостоятелна работа и той ще се 

включи в рубриката със свои 

предложения.  

Очакваме писмата Ви на 

адреса на редакцията до д-р Хари 

Алексиев, който води рубриката.  

Пожелаваме Ви приятни 

занимания!   

   

M+ 

СЕ

М

ИН

АР 

ЕДНА ЗАДАЧА  + 

               МНОГО  РЕШЕНИЯ 

 

 

   1  =  4 
? 
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1 1 1
1 18 9 18

10.13.16 10 13 16


    

 

1 1 1
1 18 9 18

13.16.19 13 16 19


    

 

1 1 1
1 18 9 18

16.19.22 16 19 22


    

 

1 1 1
1 18 9 18

19.22.25 19 22 25


    

Оттук 

1

1
118

1 18
s    

 

2

1 1
19 18

4 4 72
s


     

 

3

1 1 1

18 9 18 0
7 7 7

s


     

 

4

1 1 1

18 9 18 0
10 10 10

s


     

 

5

1 1 1

18 9 18 0
13 13 13

s


     

 

6

1 1 1

18 9 18 0
16 16 16

s


     

 

7

1 1 1

18 9 18 0
19 19 19

s


     
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8

1 1 1
118 9 18

22 22 22 18.22
s

 
      

9

1
118

25 18.25
s    

Тогава  

1 2 3 4 5 6 7 8 9S s s s s s s s s s          

1 1 1 1
0 0 0 0 0

18 72 18.22 18.25
S           

1 1 1 1 1
1

18 25 18 4 22
S

   
      

   
 

26 1 1 26.63 13.7 91

18 25 4.22 4.18.22.25 4.25.22 2200
S

 
     

 
 

Решение 2. От представянето  

                                
1 1 ( 3) ( 3) 1 1

( 3). .( 3) 6 ( 3). .( 3) 6.( 3). 6. .( 3)

x x

x x x x x x x x x x

   
   

      
 

имаме, че                

1 1 1 1

1.4.7 6 1.4 4.7

 
  

 
 

 

1 1 1 1

4.7.10 6 4.7 7.10

 
  

 
 

 

1 1 1 1

7.10.13 6 7.10 10.13

 
  

 
 

 

1 1 1 1

10.13.16 6 10.13 13.16

 
  

 
 

 

1 1 1 1

13.16.19 6 13.16 16.19

 
  

 
 

 

1 1 1 1

16.19.22 6 16.19 19.22

 
  

 
 

 

1 1 1 1

19.22.25 6 19.22 22.25

 
  

 
. 

 

Събирайки, получаваме    
1 1 1 546 91

6 1.4 22.25 4.6.22.25 2200
S

 
    

 
. 

Ето и други решения: 

 

Решение 3. (Сръчност) Извършваме следното групиране 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

7 1.4 4.10 10.13 13 10.16 16.19 19 16.22 22.25
S

     
           

     
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Тогава 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

7 4 40 130 13.16 10 19 19.22 16 25
S

     
           

     
 

 

1 11 1 1 29 1 41

7 40 130 13.16 190 19.22 16.25
S

     
        

     
 

 

1 11 1 1 29 1 41

70 4 13 13.16 190 19.22 16.25
S

     
        

     
 

 

147 29 41

4.7.10.13 10.13.16.19 16.19.22.25
S     

 

21 29 41

4.10.13 10.13.16.19 16.19.22.25
S     

 

1 21 29 41

10.13 4 16.19 16.19.22.25
S

 
   

 
 

 

1 29 1 41
21 .

4.10.13 76 19.22 16.25
S

 
   

 
 

 

1625 1 41
.

4.10.13.4.19 19.22 16.25
S    

 

1625 41
16.19.

10.13 22.25
S    

 

1625 41 89375 6916
10.16.19.

13 55 5.11.13 5.11
S      

 

364
10.16.

5.11
S   

 

91.4 91

10.55.4.4 2200
S                

  

Решение 4. (Стъпка по стъпка) Имаме 

2s 
1 1 1 1 11

1
1.4.7 4.7.10 4.7 10 4.7.10

 
    

 
 

 

3 2

1 11 1 1 11 1 21

7.10.13 4.7.10 7.10.13 7.10 4 13 4.10.13
s s

 
       

 
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4 3

1 21 1 1 21 1 17

10.13.16 4.10.13 10.13.16 10.13 4 16 2.13.16
s s

 
       

 
 

 

5 4

1 17 1 1 17 1 25

13.16.19 2.13.16 13.16.19 13.16 2 19 2.16.19
s s

 
       

 
 

 

6 5

1 25 1 1 25 1 69

16.19.22 2.16.19 16.19.22 16.19 2 22 11.8.19
s s

 
       

 
 

 

7 6

1 69 1 1 69 1 1729 91

19.22.25 11.8.19 19.22.25 19.22 4 25 4.22.19.25 2200
s s

 
        

 
. 

  

Решение 5. Нека 

1 1 1 1 1 1 1

1.4.7 4.7.10 7.10.13 10.13.16 13.16.19 16.19.22 19.22.25
S         

 

Очевидно е, че 5 22 .5 .7.11.13.19HOK  . Нека 5 22 .5 800P   . Тогава 
 

                         
200 20 80 5 50 25 16

.
7 7 7.13 13 13.19 11.19 11.19

P S         

 

                                         
220 80 5 50 41

.
7 7.13 13 13.19 11.19

P S       

 

                                         
220 5 16 1 50 41

. 1
7 13 7 19 13 11

P S
   

       
   

 

 

                                         
220 5.23 1 1083

. .
7 7.13 19 11.13

P S     

 

                                         
220 5.23 57

.
7 7.13 11.13

P S     

 

                                       
220 1 115 57 220 1 1664

. .
7 13 7 11 7 13 7.11

P S
 

     
 

 

 

                                     
220 128

800.
7 7.11

S    

 

Делейки на 4 , получаваме 
55 32 1 32 1 637 91

200. 55 .
7 7.11 7 11 7 11 11

S
 

      
 

. 

Следователно, 
91

2200
S  .  

 

            ИЗПОЛЗВАНА ЛИТЕРАТУРА 
 

 1. Grozdev, S. For High Achievements in Mathematics. The Bulgarian Experience (Theory 

and Practice). ADE, Sofia, 2007, ISBN978-954-92139-1-1. 
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В тази рубрика, която се води 

от доц. д-р Веселин Ненков, се  

публикуват задачи за ученици от 

горните класове, за студенти и 

учители. Основният признак за 

подбор е оригиналност. Това не 

означава задължителна новост, 

защото твърдението, че една 

задача е нова, остава в сила до 

доказване на противното. Ориги-

налността включва естетичност  

и остроумие, а решаването на за- 

дачи с подобни качества изисква 

инициативност, откривателски 

подход, интелектуално усилие.  

Рубриката разчита на активното 

Ви участие както с решения, 

така и с предложения на задачи. 

Изпращайте ги на адрес: 

 

1618 София, 

ул. “Гусла” № 1 

ВУЗФ 

Росица Петрова 

 

В писмата си посочвайте 

училището (университета) и 

класа (курса), ако сте ученик 

(студент). Желателно е предла-

ганите задачи да са напечатани в 

два екземпляра с кратки, но 

пълни решения. Ще отбелязваме 

имената на тези, които са 

направили предложенията. Ако 

задачата е заета, посочете 

източника. В писмото си 

поставете празен плик с точния 

Ви адрес. Без да извършва 

класиране, М+ ще обсъжда 

изпратените решения, а най-

хубавите от тях ще намерят 

място на страниците на 

рубриката и ще бъдат 

награждавани. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

М+583. Да се намери при кои стойности на 

реалния параметър a  уравнението  

 
   3 2 2 2 3 21 2 1 2 2 0ax a a x a a x a a          

 

има три различни реални корена.          

(Росен Николаев, гр. Варна) 

 

М+584. Дадена е системата уравнения 

 
2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

,

,

,

x xy y a

y yz z b

z zx x a ab b

  

  

    

 

 

където 0a b  . 

а) Ако 0x , 0y  и 0z  са положителни числа, 

при които  0 0 0, ,x y z  е решение на системата, да 

се докаже, че 2

0 0 0z x y . 

б) Ако 0x , 0y  и 0z  са реални числа, при 

които  0 0 0, ,x y z  е решение на системата, да се 

докаже, че 2

0 0 0z x y . 

в) Да се реши системата.                    

(Тодор Митев, гр. Русе) 

 

М+585. След извършване на степенуването в 

израза  
3

2 20171 x x x     и сумиране на 

подобните едночлени пред kx  се получава 

коефициент kC   0,1,2, ,6051k   . Да се 

пресметне сумата 
0 1 2 2017

1 1 1 1

C C C C
    . 

(Сава Гроздев, гр. София,  

Веселин Ненков, с. Бели Осъм) 

М+ 
    

ЗАДАЧИ 
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М+586. Остроъгълният триъгълник ABC  е вписан в окръжност   с 

център O . Точките M  и N  лежат съответно върху страните AC  и BC  така, че 

са изпълнени равенствата MON AOB   и 
AM BN

MO NO
 . 

 

а) Да се определи разстоянието от точката O  до правата MN . 

 

б) Ако E  и F  са средите съответно на отсечките AN  и BM , да се докаже, 

че 
1

2
EF MN .       

(Хаим Хаимов, гр. Варна) 

 

М+587. Височината на трапец ABCD   AB CD  има дължина h . Външните 

за ABCD  точки K , L , M  и N  са такива, че 15CBK CDL ADM ABN         и 

75BCK DCL DAM BAN        . Ако правата LN  е перпендикулярна на 

основите на трапеца и лицето на четириъгълника KLMN  е два пъти по-малко от 

лицето на ABCD , да се намери дължината на средната основа на трапеца ABCD . 

 

(Сава Гроздев, гр. София, Веселин Ненков, с. Бели Осъм) 
 

М+588. Правилна шестоъгълна пирамида се разделя на две тела от 

равнина  , минаваща през ръб на основата и средната отсечка на 

срещуположната му околна стена. Да се намери отношението на обемите на 

получените тела. 

(Милен Найденов, гр. Варна) 

         

Краен срок за изпращане на решения: 15.06.2018 г.  
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      Ч А С О В Н И К Ъ Т   И   В Р Е М Е Т О … 
 

Четиво за 4 – 5 клас 
         

  

Здравейте, малки математици! 

 Всички знаем, че времето е важно, но можем ли да го пресмятаме правилно? Да 

опитаме заедно. 
 

Задача 1. През нощта погледнах часовника и той показваше точно 3:25 часà сутринта. 

Веднага разбрах, че е спрял, навих го и заспах. Когато станах, часовникът показваше 5:30 

часà, а уличният часовник показваше 7:40 часà. В колко часà съм се събудил през нощта? 

Решение: От 3:25 часà до 5:30 часà са изминали 2 чàса и 5 минути. Също толкова 

време е минало от навиването на часовника до 7:40 часà. Следователно съм навил часовника 

в 5 часà и 35 минути, защото като извадим 2 чàса и 5 минути от 7 чàса и 40 минути, 

получаваме точно 5 чàса и 35 минути. През нощта съм се събудил в 5:35 часà.  

 

Задача 2. Стар будилник изостава 6 минути на всеки 24 часа.  

а) На какъв час трябва да бъде нагласен в 20 часà вечерта, за да звъни точно в 7 часà 

сутринта на другия ден? 

б) Ако го сверим в 21 часà в петък, то колко часà ще показва часовникът в 11 часà 

сутринта в неделя? 

Решение: Ако намерим с колко време изостава часовникът за 1 час, ще можем да 

отговорим на всеки от поставените въпроси. За 24 : 6 = 4 часа часовникът изостава с 6 : 6 =1 

минута, което е 60 секунди. Следователно за 4 : 4 =1 час часовникът изостава с 60 : 4 = 15 

секунди. 

а) От 20 часà вечерта до 7 часà сутринта ще изминат 11 часа. За това време ще има 

11.15=165 секунди изоставане, което е 2 минути и 45 секунди. Следователно в 7 часà 

сутринта будилникът ще показва 6 часà 57 минути и 15 секунди. 

б) От 21 часà в петък до 11 часà в неделя ще изминат 24 + 3 + 11 = 38 часа. За това 

време будилникът ще изостане с 38.15 = 570 секунди, което е 9 минути и 30 секунди. 

Следователно в 11 часà сутринта в неделя часовникът ще показва 10 часà 50 минути и 30 

секунди. 

 

Задача 3. Калина попита Мина:  „Колко е часът сега?“  Мина отговори: „Преди 50 

минути, от 3 часà сутринта в неделя насам бяха изминали 4 пъти повече минути, отколкото 

сега остават до 6 часà.“ Колко е часът  сега? 

    

  M  +  НАЙ-МАЛКИТЕ 
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Решение: Да си направим следната схема, където х са минутите до 6 часà: 

 
4 503 50 6   х мин хсега мин сегчасà а часà . 

 

Тогава имаме, че 4 50 180, 5 130, 26    x x x x . Получихме, че до 6 часà остават още 26 

минути. Следователно сега е 5 часà и 34 минути. 

 

Време е да опитате сами: 

 

Задача 4. Аз реших теста по математика, когато часовникът показваше 10 ч и 57 мин. 

Оказа се, че съм работил по теста точно 78 минути. В колко часà съм започнал работа по 

теста? 

 

Задача 5. В момента е 19 часà и 47 минути. Колко часà ще е след 920 минути? А след 

10830 секунди ? 

 

Задача 6. Циферблатът на електронен часовник показва часовете от 00:00 до 23:59. В 

продължение на колко време в едно денонощие върху циферблата на часовника ще има поне 

една цифра 2? А поне една цифра 5? 

 

Задача 7. Турист изминал 15 км за 5 часа, като се движил с постоянна скорост. Ако е 

тръгнал в 9 часà сутринта, то на какво разстояние от началото е бил туристът в 9:22 часà? 

 

Задача 8. Турист тръгнал от една хижа в 7:00 часà и след 20 минути бил на 550 метра 

от хижата. В колко часà ще бъде туристът на разстояние 6 км и 50 метра от хижата?  

 

Задача 9. Часовник избързва със 8 минути на всеки 24 часа. Ако го сверим в 16 часà в 

неделя, в какъв ден от седмицата и след колко минути часовникът ще показва отново точно 

време? 

 

Задача 10. Ако преди 36 минути от 12 часà насам бяха минали 5 пъти повече минути, 

отколкото сега остават до 16 часà, то колко е часът сега? 

 

 До нови срещи!        

 

Автор на четивото: Ирина Шаркова, учител в ПЧМГ 
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ДА  ПОГОВОРИМ  ЗА   n! 
 

Четиво за 6 – 7 клас 
         

  

Здравейте, млади любители на математиката! 

 

Предполагам, че всички познавате краткия запис на произведението на всички 

естествени числа от 1 до n, а именно 1.2.3….n = n! (четем n факториел). Разбира се, 

използвайки този запис, можем да запишем и произведението на числата от дадено число k, 

което е по-малко от n, до n. Имаме  
 

   

1.2.... 1 ... !
. 1 ....

1.2... 1 1 !

k k n n
k k n

k k


  

 
. 

Обикновено свързваме n! с комбинаторни задачи, но този запис може да се използва и 

в много задачи по алгебра. 

 

Задача 1. Дадени са естествените числа 1 2 2018, ,...,x x x , които са съответно 

пропорционални на 1, 2, 3,…., 2018. Ако 1 2 2018

2018

. ...
2018!

3

x x x
 , намерете сбора на дадените 

числа. 

Решение: За да намерим сбора на дадените числа, трябва да открием коефициента k на 

пропорционалност. От условието следва, че 1 2 2018...x x x   . Имаме: 

 

20181 2
1 2 2018... , 2 ,..., 2018

1 2 2018
       

xx x
k x k x k x k . 

 

Да заместим в условието: 
2018

1 2 2018

2018 2018 2018

. ... . .2. .3... .2018 .2018!
2018!

3 3 3

x x x k k k k k
   . Оттук 

намираме, че 
2018

2018
1 3

3

k
k   . 

Търсената сума е 

(1 2018).2018
3 6 9 ... 6054 3(1 2 3 ... 2018) 3 3.2019.1009 6 220 539

2


             . 

 

Задача 2. Сравнете числата 
1 2 3 2017

...
2! 3! 4! 2018!
     и 1. 

Решение: Когато решаваме задачи с много събираеми, добре е да разгледаме кое е 

общото в събираемите. Не е трудно да забележим, че всяка дроб е от вида 
1

!

n

n


, а едно 

    

  M  +  НАЙ-МАЛКИТЕ 
 



8 

 

такова число може да се запише по сления начин: 
1 1

! ! !

n n

n n n


  . Да се върнем към 

условието, прилагайки резултата от наблюдението: 

 

 

1 2 3 2017 2 1 3 1 4 1 2017 1 2018 1
... ...

2! 3! 4! 2018! 2! 2! 3! 3! 4! 4! 2017! 2017! 2018! 2018!

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... 1 1

2! 2! 3! 3! 4! 2016! 2017! 2017! 2018! 2018!

               

             

. 

 

Задача 3. Намерете най-малкото естествено число n, за което числото (n + 10)! 

завършва на 218 нули повече отколкото числото n!. 

Решение: Броят на нулите в едно произведение зависи от броя на множителите, които  

се делят на 2 и броя на множителите, които се делят на 5. Тъй като в естествения ред на 

числата всяко второ число е четно, а всяко пето се дели на 5, то броят на нулите зависи от 

броя на множителите, които се делят на 5 (те се срещат по-рядко). Разликата в броя на 

нулите, на които завършват числата (n + 10)! и n!, се определя от броя на нулите, на които 

завършва произведението    1 . 2 ...( 10)n n n   . Това произведение се състои от десет  

множителя, които са десет последователни естествени числа. Търсим най-малкото n, за което 

числото      1 . 2 ... 10  n n n
 
се дели на 2185 . Тъй като точно два от десетте множителя се 

делят на 5, то най-малкото n е в случая, когато най-големият множител е равен на 2175 , т.е. 
217 21710 5 5 10    n n . 

 

Задача 4. Намерете всички естествени числа a, b, c, d и e, за които ! ! ! ! !a b c d e    . 

Решение: Нека без ограничение наредим числата a b c d e    , като последното 

неравенство следва от условието. Тогава е изпълнено  1 ! 1 !e d e d d     . Ако 

4 ! 5 ! 4 ! ! ! ! !d e d d a b c d        , откъдето ! ! ! ! !   e a b c d  и следователно задачата 

няма решение, т.е. няма такива числа. Ако 3 3. ! ! ! !d d a b c     . Получихме, че 

! ! ! ! ! 4. ! 4      e a b c d d e . Не е трудно сами да проверите, че единственото решение е 

при 3a b c d    . 

 

Опитайте сами! 
 

Задача 5. Намерете всички естествени числа a, b, c, d, e и f, за които 

! ! ! ! ! !a b c d e f     . 
 

Задача 6. Намерете всички естествени числа a, b и c, за които ! 2017 ! ! a b c . 
 

Задача 7. Сравнете числата  
3 4 2018

...
1! 2! 3! 2! 3! 4! 2016! 2017! 2018!

  
       

и 
1

2
. 

Упътване: Докажете и използвайте равенството      
2

! 1 ! 2 ! ! 2n n n n n      . 
 

Задача 8. Докажете, че числото 
1 1 1

1 ... .2018!
2 3 2018

 
    

 
 е цяло и се дели на 2019. 

 

Автор на четивото: Ирина Шаркова, учител в ПЧМГ 
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ФАКТОРИЗАЦИЯ И ЕЛЕМЕНТАРНИ ТЪЖДЕСТВА  

ЗА РЕШАВАНЕ НА ОЛИМПИЙСКИ ЗАДАЧИ 

(подготовка за младежката балканиада) 
 

Навид Сафаеи, изследовател 

Шарифски Технологичен Университет – Техеран, Иран 

 

  

Задача 1. Ако  𝑥 +  𝑥𝑦 + 𝑦 = 9   и   𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 27, да се намери стойността на 

израза 𝑥 −  𝑥𝑦 + 𝑦. 

Решение: Да забележим, че 

𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 = (𝑥 + 𝑦)2 − 𝑥𝑦 = (𝑥 +  𝑥𝑦 + 𝑦)(𝑥 −  𝑥𝑦 + 𝑦) 

 

и оттук 
2 2 27

3
9

 
 







x xy y
x xy y

x xy y
.   

 

Задача 2. (Сингапурска олимпиада 2012 г.) Нека 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑  са различни цели числа, 

за които  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 0. Ако  
 

96 100 < 𝑀 =  𝑏𝑐 − 𝑎𝑑  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑  𝑎𝑏 − 𝑐𝑑 < 98 000, 
 

намерете стойността на 𝑀.      

                

Решение: Тъй като 𝑎 + 𝑏 = −(𝑐 + 𝑑), то (𝑎 + 𝑏)3 = −(𝑐 + 𝑑)3 . Тогава 
 

𝑎3 + 𝑏3 + 3𝑎𝑏 𝑎 + 𝑏 = −𝑐3 − 𝑑3 − 3𝑐𝑑 𝑐 + 𝑑 = 

 

= −𝑐3 − 𝑑3 + 3𝑐𝑑 −𝑐 − 𝑑 = −𝑐3 − 𝑑3 + 3𝑐𝑑(𝑎 + 𝑏). 

 

Следователно  𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 + 𝑑3 = 3 𝑎 + 𝑏 (𝑐𝑑 − 𝑎𝑏). По-нататък ще използваме, че 

𝑑 = −𝑎 − 𝑏 − 𝑐 . Имаме: 

 

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 + 𝑑3 = 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)3 = −3(𝑎 + 𝑏)(𝑎 + 𝑐)(𝑏 + 𝑐).  

 

М+ 
  

ПОДГОТОВКА 
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От получените 2 равенства получаваме  𝑎𝑏 − 𝑐𝑑 =  𝑎 + 𝑐 (𝑏 + 𝑐) в случай, че 0 a b . Ако 

0 a b , т.е.  b a , то 0 c d , т.е.  d c . Тогава, от една страна 2 2   ab cd a c , а от 

друга  𝑎 + 𝑐  𝑏 + 𝑐      2 2 2 2 2            a c b c a b a c b c c a a c a c c c a и отново 

 𝑎𝑏 − 𝑐𝑑 =  𝑎 + 𝑐 (𝑏 + 𝑐). По-нататък да забележим, че в условието  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 0  

числата 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 участват равноправно. Цикличната замяна в полученото равенство 

𝑎𝑏 − 𝑐𝑑 =  𝑎 + 𝑐 (𝑏 + 𝑐) води до още две равенства: 

𝑏𝑐 − 𝑎𝑑 =  𝑎 + 𝑏 (𝑎 + 𝑐)  и  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 =  𝑎 + 𝑏  𝑏 + 𝑐 .  

Тогава 𝑀 = (𝑎 + 𝑏)2(𝑎 + 𝑐)2(𝑏 + 𝑐)2 и заключаваме, че M е точен квадрат. Ще използваме, 

че произведението (𝑎 + 𝑏)(𝑎 + 𝑐)(𝑏 + 𝑐) е четно, защото ако допуснем противното, ще 

излезе, че всеки от трите множителя е нечетен. Значи a и b, както a и c, са с различна 

четност. Но тогава b и c са с еднаква четност и третият множител (𝑏 + 𝑐) е четен, което 

противоречи на допускането. Получаваме, че наистина (𝑎 + 𝑏)(𝑎 + 𝑐)(𝑏 + 𝑐) е четно число. 

По-нататък имаме: 96100 = 3102 и 98000 = (140 5)2 . Но 140 5 ≈ 313 и следователно 

четният точен квадрат M е строго между 3102 и 3142 . Това е възможно само ако  

𝑀 =  3122 = 97344 , което е отговорът на задачата. 

Възможна реализация на условията в задачата имаме при 𝑎 = 18, 𝑏 = −5, 𝑐 = 6, 𝑑 = −19. 

 

Задача 3. (Беларуска олимпиада 1996 г.) Ако реалните числа 𝑥, 𝑦, 𝑧  са различни 

помежду си  и  𝑥2 − 𝑦 = 𝑦2 − 𝑧 = 𝑧2 − 𝑥 , да се намери стойността на израза                                           

 𝑥 + 𝑦 + 1  𝑦 + 𝑧 + 1 (𝑧 + 𝑥 + 1). 
  

Решение: От условието последователно получаваме:      

 

𝑥2 − 𝑦2 =  𝑥 − 𝑦  𝑥 + 𝑦 = 𝑦 − 𝑧 , т.е.   𝑥 − 𝑦  𝑥 + 𝑦 = 𝑦 − 𝑧; 

 

𝑦2 − 𝑧2 =  𝑦 − 𝑧  𝑦 + 𝑧 = 𝑧 − 𝑥 ,  т.е.   𝑦 − 𝑧  𝑦 + 𝑧 = 𝑧 − 𝑥; 

 

𝑧2 − 𝑥2 =  𝑧 − 𝑥  𝑧 + 𝑥 = 𝑥 − 𝑦 , т.е.  𝑧 − 𝑥  𝑧 + 𝑥 = 𝑥 − 𝑦. 

 

Към левите и десните страни на трите равенства прибавяме съответно 𝑥 − 𝑦 , 𝑦 − 𝑧  и  𝑧 − 𝑥 :  

 

 𝑥 − 𝑦  𝑥 + 𝑦 + 1 = 𝑥 − 𝑧 , 

 

 𝑦 − 𝑧  𝑦 + 𝑧 + 1 = 𝑦 − 𝑥, 

 

 𝑧 − 𝑥  𝑧 + 𝑥 + 1 = 𝑧 − 𝑦. 

 

Умножаваме трите равенства и след съкращаване стигаме до  

 

 𝑥 + 𝑦 + 1  𝑦 + 𝑧 + 1  𝑧 + 𝑥 + 1 = 1. 

 

 



14 

 

Задача 4. (Беларуска олимпиада 2006 г.) Ако 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 1  и   

 

 
𝑥𝑦2 − 𝑦2 + 4𝑥𝑦 + 4𝑥 − 4𝑦 = 4004

𝑥𝑧2 − 𝑧2 + 6𝑥𝑧 + 9𝑥 − 6𝑧 = 1009
     ,  

 

Намерете стойността на израза  𝑥𝑦𝑧 + 3𝑥𝑦 + 2𝑥𝑧 − 𝑦𝑧 + 6𝑥 − 3𝑦 − 2𝑧. 

                                                                                                  

Решение: Нека  𝐴 = 𝑥𝑦𝑧 + 3𝑥𝑦 + 2𝑥𝑧 − 𝑦𝑧 + 6𝑥 − 3𝑦 − 2𝑧 . Тогава 

 

𝐴 − 6 =  𝑥 − 1  𝑦 + 2 (𝑧 + 3)  и системата може да се запише във вида: 

 

 
𝑥𝑦2 − 𝑦2 + 4𝑥𝑦 + 4𝑥 − 4𝑦 − 4 = 4000

𝑥𝑧2 − 𝑧2 + 6𝑥𝑧 + 9𝑥 − 6𝑧 − 9 = 1000
    . 

 

Оттук  

 
 𝑥 − 1 (𝑦 + 2)2 = 4000

 𝑥 − 1 (𝑧 + 3)2 = 1000
   . 

 

Тогава  𝐴 − 6 2   =    𝑥 − 1 2 𝑦 + 2 2(𝑧 + 3)2     =  𝑥 − 1 (𝑦 + 2)2.  𝑥 − 1 (𝑧 + 3)2 и 

следователно 

  𝐴 − 6 2 = 4000.1000 = 4000000. Оттук  𝐴 − 6 = ±2000 . Но 𝐴 − 6 > 0   (𝑥, 𝑦, 𝑧 > 1) , 

т.е.  𝐴 > 6  и следователно  𝐴 = 2006 .  

 

Задача 5. Ако 
1 1 1

0  
a b c

, да се докаже, че  

 

2 2 2 3 3 3

2 2 2
3

         
      

       

a bc b ac c ab b c c a a b a b c

b c c a a b a bc b ac c ab abc
.  

 

Решение: От условието следва, че 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 = 0 , откъдето  

𝑎2 − 𝑏𝑐 = 𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 = 𝑎(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) . 

Тогава  

𝑎2 − 𝑏𝑐

𝑏 + 𝑐
=
𝑎(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

𝑏 + 𝑐
=
𝑎2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

𝑎𝑏 + 𝑎𝑐
= −

𝑎2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

𝑏𝑐
= −

𝑎3(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

𝑎𝑏𝑐
 

 

Аналогично   
2 3( )  

 


b ac a b

c

b c

a abc
 и 

2 3( )  
 



c ab a b

a

c c

b abc
. 

Тогава 

𝑎2 − 𝑏𝑐

𝑏 + 𝑐
+
𝑏2 − 𝑎𝑐

𝑐 + 𝑎
+
𝑐2 − 𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
= −

 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

𝑎𝑏𝑐
 

По подобен начин  
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𝑏 + 𝑐

𝑎2 − 𝑏𝑐
=

𝑏 + 𝑐

𝑎(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)
=

𝑎𝑏 + 𝑎𝑐

𝑎2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)
= −

𝑏𝑐

𝑎2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)
 

и аналогично 

2 2 ( )


 

  

c a c

b

a

b ac a b c
,    

2 2 ( )


 

  

a b a

c

b

ab a b cc
 

Следователно 

2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

2 2 ( )

  
   

 

    

b b c cb c c a a b a

a bc

a

cb ac ab a a bb cc
. 

 

От условието 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 = 0  и от известното тъждество 

𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 − 3𝑥𝑦𝑧 =  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 𝑥𝑦 − 𝑦𝑧 − 𝑧𝑥), 

приложено за x ab , y bc  и z ca , следва, че   

𝑎3𝑏3 + 𝑏3𝑐3 + 𝑐3𝑎3 = 3 𝑎𝑏  𝑎𝑐  𝑏𝑐 = 3𝑎2𝑏2𝑐2. 

 

Тогава  

 

 

 

Връщайки се към задачата, получаваме 

 

2 2 2

2 2 2

       
      

       

a bc b ac c ab b c c a a b

b c c a a b a bc b ac c ab
 

 

  3 3 3 3 3 33
3

       
          

a b c a b c a b c

abc a b c abc
. 

 

Задача 6.  Ако  
2 2 2

2017  
  

x y z

y z z x y x
 за стойности на x, y и z, при които 

знаменателите на трите дроби са различни от нула, да се намери стойността на израза 
2 2 2( ) ( ) ( )     
 

  

y z x z x y y x z

y z z x y x
. 

Решение: Нека 
2 2 2( ) ( ) ( )     

  
  

y z x z x y y x z
A

y z z x y x
. Тогава 

 
2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )

2017
     

       
     

y z x z x y y x z x y z
A

y z z x y x y z z x y x
  

 

3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 22

3  
      

      

b c c a a b a

a bc b ac ab a ( a b c ) a

b b c c a

c bb cc
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2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )        
   

  

y z x x z x y y y x z z

y z z x y x
 

     ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )        
   

  

y z y z x z x z x y y x y z x

y z z x y x
 

 

= 𝑦 + 𝑧 − 2𝑥 + 𝑧 + 𝑥 − 2𝑦 + 𝑦 + 𝑧 − 2𝑥 = 0 и следователно 𝐴 = 2017. 

 

Задача 7. Да се реши системата  

                                                

𝑥2(𝑦 + 𝑧)2 = (3𝑥2 + 𝑥 + 1)𝑦2𝑧2

𝑦2(𝑧 + 𝑥)2 = (4𝑦2 + 𝑦 + 1)𝑧2𝑥2

𝑧2(𝑥 + 𝑦)2 = (5𝑧2 + 𝑧 + 1)𝑥2𝑦2

  

  

Решение:  Тъй като 23 1 0  x x  за всяко x, 24 1 0  y y  за всяко y и 25 1 0  z z  

за всяко z, то при 0x  от първото равенство получаваме, че 0y  или 0z . Ако  0y , то 

третото равенство е изпълнено за всяко z. Ако 0z , то второто равенство е изпълнено за 

всяко y. Заключаваме, че при 0x  системата има две серии решения ( , , ) (0,0, )x y z p   и 

( , , ) (0, ,0)x y z p , където p е произволно реално число. С аналогични разсъждения относно y 

и  z получаваме още една серия решения ( , , ) ( ,0,0)x y z p . По-нататък ще предполагаме, че 

𝑥𝑦𝑧 ≠ 0. Ако положим 
1 1 1

, ,  x y z
a b c

, системата приема вида  

2 2

2 2

2 2

( ) 3

( ) 4

( ) 5

    


   
    

b c a a

c a b b

a b c c

.  

 

Като съберем горните три уравнения и извършим съответни преобразувания, стигаме до  

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 −  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 12 = 0.  

По-нататък ще използваме, че 2 12 ( 4)( 3)    p p p p . Така получаваме, че  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 4 

или  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = −3 . Сега заместваме в системата. В първия случай от първото уравнение 

намираме (4 − 𝑎)2 = 3 + 𝑎 + 𝑎2  и 9𝑎 = 13, т.е. 
13

9
a  и следователно 

9
   

13
x . По подобен 

начин  от второто и третото уравнение намираме съответно 
3

4
y  и 

9

11
z . Във втория 

случай, когато 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = −3, решенията са  
5 5

, , , 1,
6 4

 
    
 

x y z .  

 

Задача 8. Да се реши системата: 

  
𝑥3 + 𝑦3 = 4𝑦2 − 5𝑦 + 3𝑥 + 4 

2𝑦3 + 𝑧3 = 4𝑧2 − 5𝑧 + 6𝑦 + 6

3𝑧3 + 𝑥3 = 4𝑥2 − 5𝑥 + 9𝑧 + 8

  . 
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Решение:  Записваме системата във вида: 

 
𝑥3 − 3𝑥 − 2 = −𝑦3 + 4𝑦2 − 5𝑦 + 2 

2𝑦3 − 6𝑦 − 4 = −𝑧3 + 4𝑧2 − 5𝑧 + 2

3𝑧3 − 9𝑧 − 6 = −𝑥3 + 4𝑥2 − 5𝑥 + 2

   

 

и след факторизация получаваме:  

 

 

 𝑥 − 2 (𝑥 + 1)2 = (2 − 𝑦)(𝑦 − 1)2

2 𝑦 − 2 (𝑦 + 1)2 = (2 − 𝑧)(𝑧 − 1)2

3 𝑧 − 2 (𝑧 + 1)2 = (2 − 𝑥)(𝑥 − 1)2

  . 

 

Ще разгледаме няколко случая.  

Случай 1. 𝑥 = 2. От първото уравнение следва, че  𝑦 = 2 или 𝑦 = 1. 

Случай 1.1. 2y . От второто уравнение следва, че  𝑧 = 2 или 𝑧 = 1. Ако 𝑧 = 2, 

получаваме ( , , ) (2,2,2)x y z , което е решение. Случаят 𝑧 = 1  е невъзможен, защото тогава 

дясната страна на третото уравнение е равна на нула, а лявата е различна от нула. 

Случай 1.2. 1y . От второто уравнение следва, че дясната му страна е различна от 

нула (защото лявата е различна от нула) и в частност 2z . Но 𝑥 = 2 и от третото уравнение 

следва, че 1 z . Заместваме получените стойности за y и z  във второто уравнение: 

2.( 1).4 3.4  , което очевидно не е изпълнено. Следователно този случай не води до решение. 

Случай 2. 𝑦 = 2. От първото уравнение следва, че  𝑥 = 2 или 𝑥 = −1. 

Случай 2.1. 2x . От второто уравнение следва, че  𝑧 = 2 или 𝑧 = 1. Ако 𝑧 = 2, 

получаваме отново, че ( , , ) (2,2,2)x y z  е решение. Случаят 𝑧 = 1  е невъзможен, защото 

тогава, както и по-горе,  дясната страна на третото уравнение е равна на нула, а лявата е 

различна от нула. 

Случай 2.2. 1 x . От второто уравнение следва, че  𝑧 = 2 или 𝑧 = 1. Ако 𝑧 = 2, 

лявата страна на третото уравнение е равна на нула, а дясната е различна от нула и това е 

невъзможно. Ако 𝑧 = 1, лявата страна на третото уравнение е равна на 12 , докато дясната е 

равна на 12 и това също е невъзможно.  

Случай 3. 𝑧 = 2. От третото уравнение следва, че  𝑥 = 2 или 𝑥 = 1. 

Случай 3.1. 2x . От второто уравнение следва, че  𝑦 = 2 или 𝑦 = −1. Ако y = 2, 

стигаме пак до решението ( , , ) (2,2,2)x y z . Случаят 𝑦 = −1  е невъзможен, защото тогава 

лявата страна на първото уравнение е равна на нула, а дясната е различна от нула. 

Случай 3.2. 1x . От второто уравнение следва, че  𝑦 = 2 или 𝑦 = −1. Ако 𝑦 = 2, 

дясната страна на първото уравнение е равна на нула, а лявата е различна от нула и това е 

невъзможно. Ако 𝑦 = −1, лявата страна на първото уравнение е равна на 4 , а дясната е 

равна на 12 и това също е невъзможно.  

Тъй като случаите 2x , 2y  и 2z  са изчерпани, по-нататък ще считаме, че 2x , 

2y  и 2y . Сега да умножим левите и десните страни на трите уравнения. Като съкратим 

на ( 2)( 2)( 2)  x y z , получаваме уравнението  

(𝑥 − 1)2(𝑦 − 1)2(𝑧 − 1)2 + 6(𝑥 + 1)2(𝑦 + 1)2(𝑧 + 1)2 = 0.  
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Нека 1x . Тогава 𝑦 = −1 или  𝑧 = −1. Ако 𝑦 = −1, попадаме в случай 3.2., който не 

води до решение. Ако 𝑧 = −1,  от първото уравнение на системата намираме 

24 (2 )( 1)   y y , откъдето 
2

4
2

( 1)
 


y

y
 (имаме право да делим на 1y , защото от 

първото уравнение на системата следва, че 1y ) . От второто уравнение на системата имаме 

22( 2)( 1) 12  y y , откъдето 
2

6
2

( 1)
 


y

y
. Следователно  

2 2

4 6

( 1) ( 1)


 y y
 и оттук 

2 22( 1) 3( 1)  y y , т.е. 2 10 1 0  y y . Но 

    
2

2 2 210 1 10 25 24 ( 5) 2 6 5 2 6 5 2 6             y y y y y y y  

и заключаваме, че ( , , ) (1, 5 2 6, 1)  x y z  и ( , , ) (1, 5 2 6, 1)  x y z  са евентуални 

решения на системата. Но след заместване например във второто уравнение на системата 

установяваме, че това не са решения.  

     Нека 1y . Тогава 𝑥 = −1 или  𝑧 = −1. Ако 𝑧 = −1, попадаме в случай 1.2., който 

не води до решение. Ако 𝑥 = −1,  от второто уравнение имаме 22.( 1).4 (2 )( 1)   z z , т.е. 

2(2 )( 1) 8   z z  и 
2

8
2

( 1)
 


z

z
 (имаме право да делим на 1z  , защото от второто 

уравнение на системата следва, че 1z ). От третото уравнение имаме 

23( 2)( 1) 3.4 12   z z  и 
2

4
2

( 1)
 


z

z
 (имаме право да делим на 1z , защото от третото 

уравнение на системата следва, че 1 z ). Заключаваме, че  
2 2

8 4

( 1) ( 1)


 z z
 . Оттук 

2 6 1 0  z z  и тъй като 
2 2 2 26 1 6 9 8 ( 3) (2 2) ( 3 2 2)( 3 2 2)             z z z z z z z , 

получаваме 2 стойности 3 2 2  z  и 3 2 2  z , които заместени последователно 

например в третото  уравнения на системата не водят до решения. 

Нека 1z . Тогава 𝑥 = −1 или  𝑦 = −1. Ако 𝑥 = −1, попадаме в случай 2.2., който не 

води до решение. Ако 𝑦 = −1,  от първото уравнение имаме 2( 2)( 1) 3.4 12   x x , т.е. 

2

12
2

( 1)
 


x

x
 (имаме право да делим на 1x  , защото от първото уравнение на системата 

следва, че 1 x ). От третото уравнение имаме 23.( 1).4 (2 )( 1)   x x  и 
2

12
2

( 1)
 


x

x
 

(имаме право да делим на 1x , защото от третото уравнение на системата следва, че 1x ). 

Заключаваме, че  
2 2

12 12

( 1) ( 1)


 x x
 . Оттук 0x , но тази стойност не удовлетворява първото 

уравнение от системата и следователно не е решение.  

Окончателно изходната задача има единствено решение 2  x y z .   

 



19 

 

Задача 9.  (Санкт Петербурска олимпиада 2015 г.) За неотрицателните реални числа 

𝑎, 𝑏, 𝑐 е изпълнено условието  

2𝑎3𝑏 + 2𝑏3𝑐 + 2𝑐3𝑎 = 𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2 . 

Да се докаже неравенството 

   

2𝑎𝑏(𝑎 − 𝑏)2 + 2𝑏𝑐(𝑏 − 𝑐)2 + 2𝑎𝑐(𝑐 − 𝑎)2 ≥ (𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)2. 

 

Решение: Записваме неравенството във вида: 

 

2𝑎3𝑏 + 2𝑏3𝑐 + 2𝑐3𝑎 + 𝑏3𝑎 + 𝑐3𝑏 + 𝑎3𝑐 − 3𝑎2𝑏2 − 3𝑏2𝑐2 − 3𝑐2𝑎2 − 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑐2𝑎𝑏 − 𝑏2𝑎𝑐 ≥ 0 

. 

Като използваме условието на задачата, получаваме: 

 

4 𝑎3𝑏 + 𝑏3𝑐 + 𝑐3𝑎 + 𝑏3𝑎 + 𝑐3𝑏 + 𝑎3𝑐 − 4 𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2 − 𝑎𝑏𝑐(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) ≥ 0 

 

и оттук  

𝑏𝑐(𝑐 + 𝑎 − 2𝑏)2 + 𝑎𝑏 𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 2 + 𝑎𝑐(𝑎 + 𝑏 − 2𝑐)2 ≥ 0, 

 

което очевидно е изпълнено. Равенство се достига при 𝑎 = 𝑏 = 𝑐. 

 

Коментар. По-интересна е следната задача: 

За неотрицателните реални числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 е изпълнено условието  

2𝑎3𝑏 + 2𝑏3𝑐 + 2𝑐3𝑎 = 𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2 . 

Да се докаже неравенството 

𝑎𝑏2 + 𝑏𝑐2 + 𝑐𝑎2 ≥ 2(𝑏𝑎2 + 𝑐𝑏2 + 𝑎𝑐2). 

Решението оставяме за читателя.   

 

Задача 10. (Олимпиада „Балтийски път” 2016 г.) Намерете всички четворки реални 

числа (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑), които удовлетворяват системата:  

  

𝑎3 + 𝑐3 = 2
𝑎2𝑏 + 𝑐2𝑑 = 0
𝑏3 + 𝑑3 = 1

𝑎𝑏2 + 𝑐𝑑2 = −6

  

 

Упътване: Използвайте полинома 𝑃 𝑥 = (𝑎𝑥 + 𝑏)3 + (𝑐𝑥 + 𝑑)3. 

  

Решение: Нека   

𝑃 𝑥 = (𝑎𝑥 + 𝑏)3 + (𝑐𝑥 + 𝑑)3 =  𝑎3 + 𝑐3 𝑥3 + 3 𝑎2𝑏 + 𝑐2𝑑 𝑥2 + 3 𝑎𝑏2 + 𝑐𝑑2 𝑥 + 𝑏3 + 𝑑3. 

 

Тогава, като използваме условието, имаме 𝑃 𝑥 = 2𝑥3 − 18𝑥 + 1. Тъй като 

𝑃 0 > 0, 𝑃 1 < 0 и 𝑃 3 > 0, 

 уравнението ( ) 0P x  има 3 различни корена (когато x клони към  , ( )P x  също клони към 

 ). От друга страна 
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   2 2(( ) ( ) (( ))              P a c x b d ax b ax b cx d cx dx . 

 

Вторият множител (изразът във втората средна скоба) е винаги положителен освен в 

случая 𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑐𝑥 + 𝑑 = 0. Този случай се реализира при ad bc  и при него първият 

множител (изразът в първата средна скоба) е също равен на нула. Сега уравнението ( ) 0P x  

има два корена. Ако условието вторият множител да е равен на нула не е изпълнено, то 

уравнението ( ) 0P x  има само един корен. Заключаваме, че изобщо уравнението ( ) 0P x  

има най-много два корена. Оттук следва, че разглежданата система няма решения.  

 

За упражнение предлагаме следните задачи: 

 

1. (Украинска олимпиада 2016 г.) Нека  
3 3 3

2 2 2 2 2 2
2015  

     

a b c

a ab b b bc c c ac a
. 

 

Намерете стойността на израза 
3 3 3

2 2 2 2 2 2
 

     

b c a

a ab b b bc c c ac a
 . 

 

2. Нека 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 1. Намерете стойността на израза 

 

𝑥4 + 𝑦4 + (𝑥 + 𝑦)4. 

 

3. (Сингапурска олимпиада 2010 г.) Нека 0 < 𝑎 < 𝑏 < 𝑐 < 𝑑 = 2𝑎 и  

 

2 2 2
2( ) ( )

 
      

   

a
d

b c
a a b c

b a c b d c
. 

Намерете стойността на израза 

3

bcd

a
. 
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М + Р Е Ш Е Н И Я 
 

М+565. Да се намерят всички двойки  ,x y  от естествени числа x  и y , за които 

2 2 2 22 4 5 2 4 5 4 8 10x y x y x y x y x y            . 

(Тодор Митев, гр. Русе) 

 

Решение. Означаваме 2 2 2 4 5A x y x y      и 2 2 2 4 5B x y x y     . От условието 

следва 2 2( 1) ( 2) 0A x y      и A B A B   . Тъй като A B A B    тогава и 

само тогава, когато 0AB  , то 2 2( 1) ( 2) 10 0B x y       . Ако 2y  , то 
2 2 2( 1) 6 ( 1) ( 2) 10 0x B x y           , което е невъзможно. Следователно 1y  . 

След заместване на 1y   в даденото равенство получаваме 1 1x   и 2 2x  . 

Следователно търсените двойки са  1,1  и  1,2 . 

 

М+566. В редицата  
1n n

x



 с общ член . 2016n

nx n a   цялото число a  не се дели на 

2017 . Да се докаже, че тази редица съдържа безбройно много членове, които се делят 

на 2017 . 

(Христо Лесов, гр. Казанлък) 

 

Решение. Разглеждаме членовете на дадената редица с номера 2016.n m , където 

m . За тези членове на редицата имаме 

      2016. 2016.2016. . 1 2016. . 1 1m m

nx m a m a m      . Числото  2016. 20161 1
m

ma a    се 

дели на 2016 1a  . Тъй като 2017  е просто число, от теоремата на Ферма следва, че 
2016 1a   се дели на 2017 . Сега избираме 1 2017.m k  , т.е. 2017. 1m k   за всяко 

естествено число k . Следователно членовете на редицата  
1n n

x



 с номера 

 2016. 2017. 1n k  , където k , се делят на 2017 . С това задачата е решена. 

 

М+567. Реалните параметри p , q , a  и b  във функциите 3( )f x x px q    и 
2( )g x x ax b    са свързани с равенството a b p q   . Ако графиките на  f x  и 

 g x  се допират в точка T , да се намери стойността на абсцисата 
T

x  на точката T . 

(Росен Николаев, Йордан Петков, гр. Варна) 

 

Решение. От условието a b p q    следва b q p a   . Разглеждаме уравнението 

( ) ( )f x g x . Оттук имаме 3 2x px q x ax b        2( 1)( ) 0x x p a    . Точката с 

абсциса 
T

x  трябва да е двукратен корен на последното уравнение. Едната възможност е 

0p a  , тогава уравнението има вида 2( 1) 0x x  . Тук 0  е двукратен корен, 

следователно 0
T

x  . Другата възможност е 1p a   , тогава уравнението има вида 
2( 1) ( 1) 0x x   . Двукратният корен е 1 и следователно 1

T
x  . Следователно 0

T
x   или 

1
T

x  . 

 

М+568. В изпъкналия четириъгълник ABCD  са изпълнени равенствата 

1
90

2
ADB ACB    и 

1
90

2
BDC BAC   . Ако центровете на Ойлеровата и 
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вписаната окръжности на ABC  са съответно O  и I , а r  е радиусът на вписаната за 

ABC  окръжност, да се докаже, че: а) 2DI r ; б) точките O , I  и D  лежат на една 

права. 

(Хаим Хаимов, гр. Варна) 

 

Решение. За ъглите на ABC  въвеждаме следните означения: BAC  , ABC  , 

ACB  . Освен това с R  означаваме радиуса на описаната около ABC  окръжност, 

а с M , N , P  и Q  – ортогоналните проекции на I  съответно върху AB , BC , CD  и 

DA . Ще докажем, че MNPQ  е успоредник. От равенствата в условието се вижда, че 

90
2

ADC


  . Тъй като четириъгълниците AMIQ  и CNIP  са вписани, то 

AMQ AIQ   и CNP CID  . От тези равенства следва 

 90 180
2

AMD CNP AIQ CIP AIC PIQ ADC



 

          
 

       , т.е. 

ABC AMD CNP    . Нека S  е такава точка от ABC , че ABS AMQ  . Тогава 

BS MQ . От равенствата NBS ABC ABS ABC AMQ CNP           следва, че 

BS PN . Затова MQ PN . От друга страна с помощта на синусовата теорема 

получаваме последователно  

 

.
.sin . .sin . .cos

2 sin 2
sin 4 sin sin

2 2 2



  
    

BD r BD r BD
MQ AI QAM AI ADB

AB R
R

. 

 

Аналогично се получава, че 
.

4 sin sin
2 2

r BD
PN

R
 

 . Следователно MQ PN . Оттук 

следва, че MNPQ  е успоредник. Това означава, че PQ MN . Тъй като 

.sin .cos
2

PQ DI QDP DI


   и .sin .sin 2 cos
2

sin
2

r
MN BI r


 


   , то 

.cos 2 cos
2 2

DI r
 
 . Следователно 2DI r . С това твърдение а) е доказано. 

Сега с 1M , 1N , 1P  и 1Q  означаваме средите съответно на отсечките AD , DB , 

BA  и DI . От свойствата на средните отсечки следва, че 1 1M N AI  и 1 1N Q BI . 

Следователно 1 1 1 90
2

M Q N AIB


    . Тогава 

1 1 1 1 1 1 1 190 90 90 180
2 2 2

  
           M Q N M PN M DN . 

 

Оттук следва, че 1M , 1N , 1P  и 1Q  лежат на една окръжност. Това означава, че точката 

1Q  лежи върху Ойлеровата окръжност на ABD . Аналогично се доказва, че 1Q  е точка 

от Ойлеровата окръжност на BCD . Тъй като Ойлеровите окръжности на 

триъгълниците ABD , ABC , BCD  и CDA  се пресичат в една точка, то 1Q  лежи и върху 
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Ойлеровата окръжност на ABC . От друга страна 1

1
.

2
IQ DI r   (следва от а)). Затова 

1Q  е точка от вписаната в ABC  окръжност. Според теоремата на Фойербах 

Ойлеровата окръжност на ABC  се допира до вписаната му окръжност. Затова 1Q  е 

допираната точка на двете окръжности. това означава, че точките O , I  и 1Q  лежат на 

една права l . Тъй като 1Q  е среда на DI , то D  лежи на l . Следователно O , I  и D  

лежат на една права l . С това задачата е решена. 

 
 

М+569. Даден е ABC . Точките 1A , 1B  и 1C  лежат съответно върху правите BC , CA  и 

AB , така че са изпълнени равенствата 1 1 1 1 1 1: : :BA CA CB AB AC BC      1   . 

Нека 0 1 1A BB CC  , 0 1 1B CC AA   и 0 1 1C AA BB  . Ако точките 0A , 0B  и 0C  са 

изогонално спрегнатите съответно на 0A , 0B  и 0C  спрямо ABC , да се докаже, че 

точките 0A , 0B , 0C , 0A , 0B  и 0C  лежат на крива от втора степен. 

(Сава Гроздев, гр. София, Веселин Ненков, с. Бели Осъм) 
 

Решение. Решението на тази задача и някои изследвания върху нея се съдържат в 

статията „Криви от втора степен и триъгълници, породени от секущи и изогоналност“, 

публикувана в настоящия брой. 

 

М+570. Ръбът на правилен тетраедър ABCD  има дължина a , а точката M  лежи върху 

вписаната в ABCD  сфера. Да се намерят целите стойности на a , при които изразът 
2 2 2 2AM BM CM DM    приема цели стойности. 

(Милен Найденов, гр. Варна) 

 

Решение. Нека O  е центърът на ABCD . Въвеждаме правоъгълна координатна система 

OXYZ , за която OZ  е насочена по височината OD , OX  е успоредна на BC , а OY  е 

такава, че OXYZ  е дясно ориентирана. Ако T  е 

ортогоналната проекция на D  върху равнината ABC , то 

3

3

a
AT  , 

6

3

a
TD  , 

6

12

a
OT r  . Координатите на 

върхове на тетраедъра са следните 
3 6

0, ,
3 12

a a
A
 

  
 

, 

3 6
, ,

2 6 12

a a a
B
 

 
 

, 
3 6

, ,
2 6 12

a a a
C
 
  
 

 и 
6

0,0,
12

a
D
 
 
 

. 
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Ако  , ,M x y z  е точка от вписаната в ABCD  сфера, то 2 2 2 2x y z r   . От 

координатите на точките A , B , C , D  и M , след известни преобразувания, намираме 

 

 
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 23 3 5
4 4

2 2 3

a a a
AM BM CM DM x y z r          . 

 

Следователно 2 2 2 2AM BM CM DM    приема постоянна стойност за всички точки 

M  от вписаната за ABCD  сфера и тази стойност е цяло число, когато 3a k   k . 

 

М+571. Да се намерят последните три цифри на числото 20172017 . 

(Танка Милкова, гр. Варна) 

 

Решение на Росен Николаев. Тъй като    
20172017 20172017 2000 17 17 mod1000   , за 

да намерим последните три цифри на числото 20172017 , необходимо е да разберем с 

какво е сравнимо числото 201717  по модул 1000. От равенствата  17,1000 1 , 

 1000 400  , 2017 5.400 17   и теоремата на Ойлер получаваме 

   
5 2

2017 17 3 2 5 5 2 217 17 17 .17 4913 .289 913 .289 913 .913.289 833569 .263857        

 323761.857 761.857 652177 177 mod1000    . 

Следователно последните три цифри на 20172017  са 177. 

 

М+572. Да се покаже, че за всички естествени числа n  и k  стойността на израза 

2017 5n k  може да се представи като сбор от квадратите на две, три или четири 

естествени числа. 

(Христо Лесов, гр. Казанлък) 

 

Решение. Разглеждаме всички възможности, зависещи от четността на числата n  и k . 

1) Ако 2n m  и 2k p  ( m  и p  са естествени числа), то    
2 2

2017 5 2017 5n k m p   . 

2) Ако 2n m  и 2 1k p  , то  
2

22017 5 2017 5.5n k m p     

         
2 2 2 2

2 2 22017 1 2 .5 2017 5 2.5m p m p p      . 

3) Ако 2 1n m   и 2k p , то    
2 2

2017 5 2017. 2017 5n k m p     

           
2 2 2 2 2

2 244 9 . 2017 5 44.2017 9.2017 5m p m m p      . 

4) Ако 2 1n m   и 2 1k p  , като вземем предвид случаите 2) и 3), получаваме 

       
2 2 2 2

2017 5 44.2017 9.2017 5 2.5n k m m p p     . 

 

М+573. Да се определят стойностите на реалния параметър a , при които уравнението 
5 5( 1) 0ax a x a     има точно един реален корен. 

(Росен Николаев, Йордан Петков, гр. Варна) 

 

Решение. При 0a   имаме 5 0x  . Това уравнение има един реален корен 0x   и 

затова 0a   е решение на задачата. При 1a   имаме 5 1 0x   . Това уравнение има 

само един реален корен 1x    и затова 1a   е решение на задачата. По-нататък 

разглеждаме функцията   5 5( 1)f x ax a x a     при  \ 0,1a . Производната на 
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тази функция е   45 5( 1)f x ax a     и равенството   0f x   е изпълнено при онези 

стойности на x , за които 4 1a
x

a


 . В зависимост от стойностите на a  са възможни 

следните случаи: 1) Ако  0,1a , то   0f x   и  f x  е растяща функция при 

 ,x   , като  lim
x

f x


   и  lim
x

f x


  . Следователно уравнението 

  0f x   има един реален корен. 2) Ако 0a  , то   0f x   при 4
1

1a
x

a


   и 

4
2

1a
x

a


 . За да има уравнението   0f x   само един реален корен, то или 

    4
min 1

1
4 1 0

a
f x a a

a


    , или  

5

4
max 2

1
1 4 0

a
f x a

a

  
    
   

. Тъй като при 

0a   имаме 
1 1

1 1
a

a a


   , то нито едно от тези неравенства не е изпълнено. 3) Ако 

1a  , то   0f x   при 4
1

1a
x

a


   и 4

2

1a
x

a


 . За да има уравнението   0f x   

само един реален корен, то или     4
max 1

1
4 1 0

a
f x a a

a


    , или 

 
5

4
min 2

1
1 4 0

a
f x a

a

  
    
   

. Първото неравенство очевидно не е изпълнено при 

1a  . Второто неравенство е изпълнено тогава и само тогава, когато 
5 4 3 2

5

255 1280 2560 2560 1280 256
0

256

a a a a a

a

    
 . Изразът в числителя има един 

реален корен a  . Оттук имаме  min 2 0f x   при a  . Затова уравнението   0f x   

има само един реален корен при 1 a   . Като обобщим всички резултати,  

получаваме, че уравнението   0f x   има само един реален корен при  0,a  , 

където 1,49226331093309  . 

 

М+574. Върховете 1A , 2A , 3A , 4A , 5A  и 6A  на начупената линия 1 2 3 4 5 6A A A A A A  са 

подредени в равнината в посока, обратна на часовниковата стрелка, така че 

1 2 3 2 3 4 3 4 5 4 5 6 120A A A A A A A A A A A A        . Ако 
1 2

47

2
A A  , а дължините на 

отсечките 2 3A A , 3 4A A , 4 5A A  и 5 6A A  в някакъв ред са равни на 4 , 5 , 6  и 6,7 , да се 

докаже, че 1 613,3 21,2A A  . 

(Тодор Митев, гр. Русе, Веселин Ненков, с. Бели Осъм) 

 

Решение. С a , x , y , z  и t  означаваме дължините съответно на отсечките 1 2A A , 2 3A A , 

3 4A A , 4 5A A  и 5 6A A . От условието следва, че 1 2 4 5A A A A , 2 3 5 6A A A A . Нека B  е точка от 

лъча 1 2A A  и 1 2A B a  (Фиг. 1). Ако C  е точката, лежаща в една полуравнина с 3A  

спрямо правата AB  така, че 1A BC  е равностранен триъгълник, с D  и E  означаваме 

средите съответно на страните BC  и 1AC . Освен това с F  и G  означаваме пресечните 
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точки на правата 4 5A A  съответно с правите 2A D  и 1AC  (Фиг. 1). Ясно е, че 3 4A A F  е 

равностранен триъгълник и GF a  (Фиг. 1). 

 

 
Ще докажем, че точките 3A , 4A , 5A  и 6A  са вътрешни за 1A BC  (Фиг. 1). Тъй като 

2 3 6,7A A   и 
2 3 2

47

2
A A A D a   , то 3A  е вътрешна точка за 1A BC . От това, че 

3 4A A BC  и 3 4 6,7 2. 47A A a   , следва, че 4A  е вътрешна точка за 1A BC . Най-

големите стойности, които могат да приемат числата y  и z , са 6,7  и 6 . Затова 

5

47
6,7 6 12,7

2
FA y z a       . От това неравенство и 5 1 2FA A A  следва, че 

точката 5A  се съдържа в ромба 1 2A A DE  (Фиг. 1). Следователно 5A  е вътрешна за 

1A BC . Ако 6A  е вътрешна точка за 1A BC , то 5 6A A  не пресича 1 2A A . Затова е 

достатъчно да докажем, че дължината на отсечката 5 6A A  е по-малка от разстоянието 

NM  (Фиг. 1) между правите FG  и 1 2A A . Това ще бъде изпълнено, ако 6,7MN  . Ако 

1M  е средата на 2 3A A , а 2M  – петата на перпендикуляра, спуснат от M  към 2 3A A , то 

от свойствата на правоъгълния триъгълник с ъгъл 30  следва, че 
3 2

3

4
A M x  (Фиг. 2).  

 

Фиг. 2 Фиг. 3 

Фиг. 1 
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Тъй като хипотенузата в правоъгълен триъгълник е най-голямата му страна, то от 

3 2A MA  следва, че 
3

3

4
MA x  (Фиг. 2). Аналогично имаме 

3

3

4
NA y . Най-малките 

стойности, които приемат x  и y , са 4  и 5 . Следователно 

   
3 3

3 3 27
4 5 6,75 6,7

4 4 4
MN MA NA x y          (Фиг. 2). С това е доказано, че и 

точката 6A  е вътрешна за 1A BC . 

Сега построяваме точка K  върху 1AC  така, че 6 1A K A B  (Фиг. 1). Следователно 

5 6KG A A t  . От доказаното по-горе следва, че K  лежи между 1A  и G  (Фиг. 1). За 

дължините на 1KA  и 6KA  са изпълнени равенствата 

   1 1 2 2KA A E KG GE a t A D A F a t a x y x y t                 , 

6 4 4 4 5KA GA FG A F A A a y z       . 

Оттук имаме  
1 6 6 1

47
6,7 4 5 21,2

2
A A KA KA a x z t           . 

Нека сега L  е ортогоналната проекция на 1A  върху правата 6A K  (Фиг. 3). Тъй като в 

правоъгълния триъгълник 6A KL  е изпълнено равенството 1 30KA L   , то 
1

1

2
KL KA  

(Фиг. 3). Оттук имаме 
1 6 6 6 6 1

1

2
A A A L KA KL KA KA      (Фиг. 3). Следователно 

1 6
2

x y t
A A a y z

 
   

 2 2 47 21,7 2 25,3 2

2 2 2

a x y z t x z x z x z          
   . 

Тъй като 4x   и 6,7z  , то 
1 6

25,3 2.4 6,7
13,3

2
A A

 
  . 

 

М+575. Точката 1C  от равнината на изпъкналия четириъгълник ABCD  е такава, че 

1 180AC B ACB    и 1 180AC D ACD   . Аналогично са определени точките 

1A , 1B  и 1D . Да се докаже, че съществува точка, относно която четириъгълниците са 

симетрични. 

 

(Хаим Хаимов, гр. Варна) 
 

Решение. Означаваме средите на отсечките AB , BC  и CA  съответно с M , N  и E . 

Ойлеровите окръжности на триъгълниците ABC , BCD , CDA  и DAB  се пресичат в 

една точка O  (точка на Хапач). Нека C  е точката, симетрична на C  спрямо O . Тъй 

като O  е точка от Ойлеровата окръжност на ABC , то 

 1 1180 180 180 180EON EMN ACB AC B AC B            . Освен това OE  

и ON  са средни отсечки в триъгълниците AC C  и BC C . Затова OE AC  и ON BC . 

Това означава, че EON AC B  . Следователно 1AC B AC B  , т.е. точките C  и 

1C  лежат на една и съща дъга от окръжност, минаваща през точките A  и B . По същия 

начин се показва, че C  и 1C  лежат на една и съща дъга от окръжност, минаваща през 

точките A  и D . Така получаваме 1C C  , т.е. 1C  е симетрична на C  спрямо O . 

Аналогично се показва, че точките 1A , 1B  и 1D  са симетрични съответно на A , B  и D  
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спрямо O . Следователно четириъгълниците ABCD  и 1 1 1 1A B C D  са симетрични относно 

точката O . 

 
 

М+576. В кълбо с обем V  е вписана конична повърхнина с връх, който съвпада с 

центъра на кълбото. Коничната повърхнина пресича повърхнината на кълбото в две 

еднакви окръжности, които лежат в две успоредни равнини и отсичат от коничната 

повърхнина тяло с обем KV . Да се намери най-малката стойност на отношението : KV V . 

 

(Милен Найденов, гр. Варна) 

 

Решение. Нека даденото кълбо има радиус R . Тогава 34

3
V R . Коничната 

повърхнина се състои от два еднакви конуса с радиуси на основите x  и дължини на 

височините y . Тъй като 2 2 2x y R  , то 

2 2 2 22
2.

3 3
KV x y x R x

 
    и 0 x R  . 

Разглеждаме функцията   2 2 2f x x R x   при 

0 x R  . Производната на тази функция е 

следната  
 2 2

2 2

2 3x R x
f x

R x


 


. Единственият 

корен на уравнението   0f x  , който 

удовлетворява условията 0 x R  , е 0

2

3
x R . 

Оттук имаме 0
3

R
y  . При 0x x  функцията 

 f x  има най-голяма стойност в интервала  0, R . Затова търсената най-малка 

стойност е 
3 3K

V V

V
 . 
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ИЗСЛЕДВАНЕ РЕАЛНИТЕ КОРЕНИ  

НА ЕДНО УРАВНЕНИЕ ОТ ПЕТА СТЕПЕН С ПАРАМЕТЪР 
 

проф. Сава Гроздев, доц. Веселин Ненков 

 
В брой 2 от 2017 г. на списание Математика плюс е формулирана задача М+573, 

чиито автори са Росен Николаев и Йордан Петков. Тази задача е формулирана по 

следния начин:  

Да се определят стойностите на реалния параметър a , при които 

уравнението 5 5( 1) 0ax a x a     има точно един реален корен. 

 

Едно решение на тази задача се съдържа в рубриката „М+ решения“ на брой 1, 

2018 г. Тук ще определим най-общо броя на корените на полинома 

  5 5( 1)f x ax a x a     в зависимост от изменението на параметъра a . Това ще 

извършим, като използваме метода на Щурм за определяне броя на корените на 

полином в даден интервал. За целта разглеждаме следната редица на Щурм: 

 

  5 5( 1)f x ax a x a    ,    45 1ax af x    ,  
1 4 1R a x a   , 

 

 

5

2 4

4 3 2255 1280 2560 2560 1280 255

256 1

6a a a

a

a a
R

   




 . 

 

Преди да преминем към изследване на реалните корени на полинома  f x  ще 

разгледаме същата задача относно полинома 

  5 4 3 2255 1280 2560 2560 1280 256g a a a a a a      . 

Редицата на Щурм за полинома  g a  е следната: 

  5 4 3 2255 1280 2560 2560 1280 256g a a a a a a      , 

     25 3 4 5 4 17 32 16g a a a a a      , 

  2

1

2 2 1256 2 1

255

a
r

a a


 
, 

 2

2

75 170 170 51

8

a a
r

 
  , 

 
3

512 2 1

1265

a
r

 
 , 4

1275

16
r  . 

От резултатите в таблица 1 се вижда, че полиномът  g a  притежава един реален 

корен  1,2 . Освен това лесно се забелязва, че   0g a   при  ,a    и   0g a   

при  ,a   . 

 

  М  + 
    

С Е М И Н А Р 
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  g a   g a   
1r a   

2r a   
3r a   

4r a  Var  

              3  

1             3  

   1 0Var Var    

a   g a   g a   
1r a   

2r a   
3r a   

4r a  Var  

1             3  

2              2  

   1 2 1Var Var   

a   g a   g a   
1r a   

2r a   
3r a   

4r a  Var  

2              2  

              2  

   2 0Var Var    

Таблица 1 

Като използваме последните наблюдения, получаваме необходимите ни 

резултати за редицата на Щурм, определена от полинома  f x . Тези резултати са 

нанесени в таблица 2. 
 

0a   

x   f x   f x   
1R x   

2R x  Var  

          3  

          0  

    3Var Var     

0 1a   

          2  

          1 

    1Var Var     

1 a    

          2  

          1 

    1Var Var     

a   

          3  

          0  

    3Var Var     

Таблица 2 
 

Резултатите, отбелязани в таблица 2, водят до следните изводи:  

1) Ако    0,1 1,a    полиномът  f x  има един реален корен;  

2) Ако    ,0 ,a      полиномът  f x  има три реални корена. 
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a   

x   f x   f x   
1R x   

2R x  Var  

        0  2  

        0  0  

    2Var Var     

0        0  1 

1       0  0  

   0 1 1Var Var   

Таблица 3 
 

Остава да разберем какво се случва с корените на  f x  при a  . От горната 

част на таблица 3 се вижда, че  f x  има два реални корена при a  . Това означава, 

че  f x  има един прост и един двоен корен. От долната част на таблица 3 се забелязва, 

че  f x  има един корен в интервала  0,1 . По друг начин казано,  f x  има 

положителен корен. От друга страна произведението на всички корени на  f x , според 

формулите на Виет, е равно на 1 0
a

a
    . Затова, ако 1x , 2x  и 3 2x x  са реалните 

корени при a  , простият корен 1x  е отрицателен, а двойният 2 3x x  е положителен. 

Следователно в този случай  f x  има двоен корен в интервала  0,1 . 

Накрая, като забележим, че при 0a   и 1a   полиномът  f x  има по един 

реален корен, обобщаваме извършените изследвания по следния начин:  

 

1) Ако  0,a  , полиномът  f x  има един реален корен; 

 

2) Ако    ,0 ,a     , полиномът 
 f x  има три реални различни корена; 

 

 

3) Ако a  , полиномът  f x  има един прост отрицателен корен 1x  и един 

двоен положителен корен 2 3x x . 

С известна точност стойностите на  , 1x  и 2 3x x  могат да се определят по 

следния начин: 1,49226331093309  , 1 -1,250943005x   и 2 3 0,75785x x  . 
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КРИВИ ОТ ВТОРА СТЕПЕН И ТРИЪГЪЛНИЦИ,  

ПОРОДЕНИ ОТ СЕКУЩИ И ИЗОГОНАЛНОСТ 

 

проф. Сава Гроздев, доц. Веселин Ненков 

 
1. Лица, определени от секущи, делящи страните на триъгълник в 

постоянно отношение. Една доста отдавна известна задача има следното съдържание: 

Ако страните на триъгълник се разделят с точки по на три равни части и първите 

(вторите) точки, взети по посока на часовниковата стрелка (или 

противоположната), се свържат с отсечки със срещуположните им върхове, 

триъгълникът се разделя на седем части, лицето на всяка от които е кратно на 
1

21
 

от лицето на триъгълника (Фиг. 1) [1]. 

 

        

В тази задача лицето на централния триъгълник се оказва, че е равно на 
3 1

21 7
  

от лицето на дадения триъгълник. Аналогично се разглежда случаят, при който 

страната на триъгълника се разделя на 3n   равни части. В този случай Хауърд 

Фиг. 1 Фиг. 2 

  М  + 
    

С Е М И Н А Р 
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Гросман е получил, че лицето на централния триъгълник е равно на 
 

2

2

2

1

n

n n



 
 от лицето 

на дадения [1]. 

 

Тук ще решим следната обща задача: Даден е ABC , а точките 
1A , 

1B  и 
1C  

лежат съответно върху правите BC , CA  и AB , така че са изпълнени равенствата 

1 1 1 1 1 1: : :BA CA CB AB AC BC     1   . Ако 
0 1 1A BB CC  , 

0 1 1B CC AA   и 

0 1 1C AA BB  , да се определи лицето на 0 0 0A B C  (Фиг. 2). 

 

За да решим тази задача, ще използваме барицентрични координати спрямо 

ABC , като  1,0,0A ,  0,1,0B  и  0,0,1C  [2]. 

От дефиницията на точките 1A , 1B  и 1C  следва, че техните координати се 

изразяват по следния начин: 

 

 1  1

1
0, ,

1 1
A



 

 
 

  
, 1

1
,0,

1 1
B



 

 
 

  
, 1

1
, ,0

1 1
C



 

 
 

  
. 

 

Като използваме координатите  1 , представяме правите 1AA , 1BB  и 1CC  

съответно чрез следващите параметрични уравнения: 

 

1 :AA

 1 1 ,

,

,

a

a

a

x t

y t

z t





   


 
 

1 :BB  

,

1 1 ,

,

b

b

b

x t

y t

z t








  
  

, 1 :CC

 

,

,

1 1 .

c

c

c

x t

y t

z t





  





  

 

 

След решаване на системите, образувани от уравненията на двойките прави, се 

получават координатите на точките 0A , 0B  и 0C  във вида: 

 

 2  

2

0 2 2 2

2

0 2 2 2

2

0 2 2 2

1
, , ,

1 1 1

1
, , ,

1 1 1

1
, , .

1 1 1

A

B

C

 

     

 

     

 

     

 
 

      

 
 

      

 
 

      

 

 

(Координатите  2  са валидни и в случая, когато 1   , т.е когато 1A , 1B  и 1C  са 

средите съответно на BC , CA  и AB . В този случай, както трябва да се очаква, точките 

0A , 0B  и 0C  съвпадат с медицентъра на ABC .) 
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Ориентираното лице на триъгълник с върхове  , ,M M MM x y z ,  , ,N N NN x y z  и 

 , ,P P PP x y z  се определя по формулата 

 3  .

M M M

MNP N N N

P P P

x y z

S x y z S

x y z

 , 

където S  е лицето на ABC  [2]. 

От  2  и  3  следва, че 
 

0 0 0

2

2

1
.

1
A B CS S



 




 
 . Тъй като коефициентът пред S  

винаги е положително число, то 0 0 0A B C  винаги е еднакво ориентиран с ABC . Затова 

в тази формула 
0 0 0 0 0 0A B C A B CS S . Като вземем предвид и това, че 1   , горната формула 

може да се запише така: 

 4  
 

0 0 0

3

3

1
.

1
A B CS S









. 

Формулата на Гросман се получава от  4  при 
1

1n
  


 и  1n    . 

В зависимост от стойностите на   ъгловите триъгълници са два вида (Фиг. 3). 

Като вземем предвид ориентацията на тези триъгълници в съответните случаи, от  1 , 

 2  и  3  за лицата им намираме следните равенства: 

 5  
 

   

 
   

1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1

2

3

2

, , 1 1, ,
1 1

, 1,0 0,1 .
1 1

AB C BC A CA B

AB C BC A CA B

S
S S S

S
S S S


  




  

       
  

     
  

 

По отношение на четириъгълниците, в зависимост от различните възможности 

за  , има четири случая (Фиг. 3). Например четириъгълникът 1 0 0AC A C (първият случай 

Фиг. 3 
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на фиг. 3) се получава при 1   . Лицето му намираме последния начин: от  1 ,  2  и 

 3  следва, че ориентираните лица на триъгълниците 1 0AC A  и 0 0AA C са съответно 

  1 0 21 1
AC C

S
S



  
 

  
  и 

0 0 2

1

1
AA CS S



 


 

 
 . Тъй като триъгълниците 1 0AC A  и 

0 0AA C  са еднакво ориентирани, то 
1 0 0 1 0 0 0AC A C AC C AA CS S S    и 

  1 0 0

2

2

1

1 1
AC A CS S

 

  

 


  
. Другите случаи се разглеждат аналогично. Така 

получаваме равенствата 

 6  

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
 

1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1

0 1 0 0 1 0 0 1 0

2

2

2

2

2

2

1
, 1 ,

1 1

1
, 1 ,

1 1

1
, 1 0 ,

1 1

1
, 0 1 .

1 1

AC A C BA B A CB C A

AA C C BB A A CC B B

AB A B BC B C CA C A

AA B B BB C C CC A A

S S S S

S S S S

S S S S

S S S S

 


  

 


  

  


  

 


  

 
    

  


   

  

 
     

  


    

  

 

При 
1

2
    и 2   , от  4  и съответните случаи на  5  и  6 , получаваме резултата, 

потвърждаващ твърдението на първоначалната задача, който е илюстриран на фиг. 1. 

 

2. Триъгълник, определен от точките, изогонално спрегнатина 
0A , 

0B  и 
0C  

спрямо ABC . Ако разгледаме точките 
0A , 0B  и 

0C , които са изогонално спрегнатите 

съответно на 
0A , 

0B  и 
0C  спрямо ABC , възниква въпросът за съществуването на 

0 0 0A B C    и определяне на неговото лицето (когато 0 0 0A B C   съществува) (Фиг. 4).  

                                                          

 

  Първо да отбележим, че ако  , ,P P PP x y z  е точка в равнината на ABC , нейната 

изогонално спрегнатата има следното координатно представяне: 

Фиг. 4 


